DD2350 ADK

October 18, 2022 Mastarprov 1 Isak Nyberg

Contents

1 Uppgift 1 Elndt for Notstallsbelysning 2

Beskrivning . . . . . . .o e 3

Tidskomplexitet . . . . . . . . . 3

Korrekthet . . . . . . o 3

2 Uppgift 2 Viktiga moten 4

Problem Modellering . . . . . . . . . . oL 4

Rekursionsekvation for den optimala totala prioriteten . . . . . . . . . ... ..o oL 5

Polynomisk Lésning . . . . . . . . . L L e 6

Skapa Motesgraf . . . . . .. L 6

Skapa Motesgraf: Tidskomplexitet . . . . . . . . . . . ... oL 7

Skapa Motesgraf: Korrekthet . . . . . . . .. . o oo 7

Soka Motesgrafen . . . . . . .o Lo 8

Soka Motesgrafen: Tidskomplexitet . . . . . . . . .. .. oo 8

Soka Motesgrafen: Korrekthet . . . . . . . . . . . ... Lo 9

Bast schemalaggningen . . . . . . . .. ... 9

Bast schemaldggningen: Tidskomplexitet . . . . . . . . . .. .. ... L L. 9

Bast schemalaggningen: Korrekthet . . . . . . . ... ... ... ... .. .. 10

Hitta Basta Schemat . . . . . . . . . . . L 10

3 Uppgift 3 Optimal Analys av Ringar i Vas 11

Problem Modellering . . . . . . . . . . L 11

Den Triviala Vasen . . . . . . . . . .. o 0 e 11

Den Godtyckliga Vasen . . . . . . . ... e 12

Den Godtyckliga Vasen: Tidskomplexitet . . . . . .. .. ... ... ... ... .... 13

Den Godtyckliga Vasen: Korrekthet . . . . .. ... ... ... ... ... ....... 13

Alla Ringar ien Vas . . . . . . . . 0 e e e 14

Alla Ringar i en Vas: Tidskomplexitet . . . . . . . ... ... ... ... ... 15

Alla Ringar i en Vas: Optimal . . . . . . .. . ... .. . 15

Alla Ringar i en Vas: Korrekthet . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... .. 16



DD2350 ADK

October 18, 2022 Mastarprov 1 Isak Nyberg

1 Uppgift 1 Elnat for Notstallsbelysning

Givet grafen utav numrerade notstall 1-4 och eluttaget 0, déir kanternas vikt representerar langden
mellan notstéll. Hitta det minsta langden total sladd som behovs for att koppla alla notstéall samt hur
manga grenar varje uttag har och hur sladdarna bor kopplas.

Intuitivt s& méaste problemet 16sas med hjilp av ett minimalt spdnnande trid eftersom om en cykel
fanns sa skulle en av sladdarna kunna tas bort utan att nagon av lamporna skulle slackas, och det
ar det uppenbart enligt definition att det minimala spédnnande triddet dr nodvandigt for att ha den
kortaste totala langden pa sladdarna, som besoker varje notstall.

Algorithm 1 Notstallsbelysning

Input: M
Output: RES
1: L < M.ength
2: C'+ {1} - L //Vektor av ettor av langd L
3: V < {L} //Légg tubaspelarens notstéll i listan av besokta notstéll
4: P <+ {(0,L)} //Légg sladden fran eluttaget till tubaspelarens notstéll i listan av sladdar
5: while V.iength < L do
6:  MiNn < 00, Smin < 0, tmin <0
7. forseV do
8: fort e (1,L) do
9: if t ¢ VAN M][s][t] < min then
10: min <— M|s][t]
11: Smin < S
12: tmin <t
13: end if
14: end for
15:  end for
16:  //min &r ldingden av den kortaste sladden fran ett besokt (spin) till ett obesokt (£, ) notstall
170 Ve V4 {tmin} //Vigg till o iV
18: P+ P+ {(Smm, tmzn)} //lagg till (tmi'm Smin) iP
19:  ClSmin] < C[Smin] + 1 //inkrementera antalet uttag fran s,
20: end while
21:
22: RES + ()
23: for (s,t) € P do
24:  RES < {(M][s]]t],C]s],s,t)} + RES
25: end for
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Beskrivning

For att hitta den minsta spannande sladduppséttningen kan en modifierad version av Prims algoritm
anvandas. I varje iteration av while slingan hittar den den kortaste sladden som kopplar ett upplyst
notstall till ett icke-upplyst notstéll. Efter detta sparas vilka notstéll som kopplades och en rédknare
som raknat antalet grenar som beh6vs vid varje notstéll inkrementeras. Slutligen sa kombineras denna
information till att ge ut en lista av sladdar som behovs. Indatan M ar en ett-indexerad matris av
avstand mellan notséllen.

Rad 1-4 initialiserar variablerna L, C, V och P. L &r antalet notstdll som adr samma som ldngden pa
ena dimensionen av M, C ar en vektor av rdknare av antalet uttag som behovs vid varje notstéll som
alla borjar pa vardet 1. V ar en lista av besokta notstéll som borjar med tubaspelarens notstall. P
ar en lista med par av notstall som ska kopplas, forsta elementet it tupeln ar dar sladden ska kopplas
fran och andra elementet ar vart den ska kopplas till, P initialiseras till att vara kopplingen fran
vagguttaget till tubaspelaren (0, L).

Rad 5-21 beskriver uppbyggnaden av det minimala spinnande trddet. En invariant av slingan kan
beskrivas med ord som 7V bestar av besokta notstédll och P ar sladdarna i det minimala spédnnande
tradet av V7

Rad 7-15 i slingan bestar av tva for slingor som for kollar alla stigar som gar ut fran de besdkta
notséllen till de ickebesOkta och sparar den minsta sladden samt mellan vilka notstéll den gar mellan.
Rad 18-20 Anvénder informationen om den minsta sladden for att spara mellan vilka notstéll den gar
samt raknar upp antalet grenar i varje sladd.

Rad 23-26 Med hjalp av vektorn C, listan P och matrisen M skapas listan av lingden pa sladden,
antalet grenar och mellan vilka notstall som sladden bér dras i variabeln RES som ocksa ar utdata
av algoritmen.

Tidskomplexitet

Lat n ar antalet notstdll. Slingan pa rad 5 kommer upprepas n ganger da den efter efter varje
genomgang kommer lagga till ytligare ett notstéll i V' och minska skillnaden mellan V.lenght och L.
for slingan pa rad 7 kommer upprepas upp till n ganger eftersom det &r max-langden pa V. Rad 8
kommer ocksa upprepas n ganger eftersom L = n. Slutligen kommer rad 9 ocksa ta n steg eftersom
hela listan V' maste kollas for att utesluta att ¢ inte &r i V. Raderna 10,11,12 och 18,19,20 kan
antas ske pa konstant tid. Slingan pa rad 24 kommer inte heller bidra till komplexiteten eftersom att
gd igenom listan P ar kort jamfort med operationerna i while slingan. Sammanfattning, den totala
tidskomplexiteten &ar ar produkten av 4 slingor som kors n ganger som ger en tidskomplexitet pa

O(n).

Korrekthet

For att motivera korrektheten bér man bevisa att sladdarna mellan notstallen utgér ett minimalt
spannande trad Over alla notstéll, och att min algoritm hittar detta trad i listan av kanter P. Man
behover ocksa bevisa att min algoritm sedan riktar alla sladdar i ratt riktning fran notstall till notstéll
och att den rdknar antalet grenar pa ratt sétt.
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2 Uppgift 2 Viktiga moten

Problem Modellering

Problemet med att boka mdten med olika prioriteter kan beskrivas som ett riktakt grafproblem dér
moten representeras av horn och kostnad av kanterna mellan motena motsvarar prioriteter. Det ar
mojligt att gora denna modellering eftersom att tiden bara gar i en riktning vilket betyder att kanterna
mellan méten maste vara riktade fran ett tidigare mote till ett senare méte. Om man sedan lagger
till ett Gvre horn som har en kant till varje mote samt en undre kant som é&r riktad till fran varje mote
kan problemet slutligen ses som att problem att hitta stigen med den hogsta summan prioriteter som
borjar i det forsta hornet och sluter i det sista hornet. I uppgiftsbeskrivning star det ocksa att motena
ar sorterade pa sluttid men algoritmen skapad i denna uppgift har ordningen pa moteslistan ingen
betydelse och kommer inte att anvéndas.

08 : 00 09 : 00 10 : 00 11:00 12: 00 13: 00 14 : 00 15:00 @

Grafen ovan ar det givna exemplet fran uppgiftsbeskrivningen, tidsslagen &r bara med for tydlighet
och inte en del av grafen och kanter utan kostnad har kostnad 0. Denna graf kan skapas genom att
ga igenom listan av moten och skapa ett horn som man placerar ovanfér métets start tid, varje hérns
varde motsvarar 1opnumret pa motet. For varje mote m; skapar man en kant till varje annat mote
m; vars starttid ar storre eller lika med m;s sluttid, kantvikten satts till motets prioritet. Darefter
lagger man till tva nya horn, s och e och for varje mote i moteslistan ritar en kant fran s motet med
vikt 0 och en kant fran motet till e med vilket motvarande motets prioritet. Man kan notera att i
grafen saknas informationen om sluttiden for varje moéte, men for problemets 16sning ar sluttiden for
ett mote oviktigt och det enda viktiga &r att veta vilka mote som gar att schemaldggas efter ett mote.

Om man till exempel skulle gora en ny graf med exemplet ovan med ett fjirde mote mellan klockan
12 : 00 och 13 : 00 med prioritet 8 skulle det féljande skilja. Ett nytt hérn med varde 4 skulle skapas
ovanfor tiden 12 : 00. En ny kant skulle ga mellan s och det nya motet och en annan fran det nya
motet till e. For alla méten som slutar innan klockan 12 : 00 ritas en ny kant fran det motet till det
nya motet, i detta fall kanten (1,4). For alla méten som borjar efter eller samtidigt som sluttiden pa
det nya motet d.v.s. kl 13 : 00 dras en kant fran fran det nya moétet till borjan av ndsta motet i detta
fall (4,3). Ifall det &r mer &n ett mote som borjar vid samma tid goér man precis pa samma sétt men
man sitter mer an ett horn ovanfor klockslaget, det ar inga problem eftersom tiderna &r bara dar for
visualisering och alla topologiskt ekvivalenta grafer tjanar samma syfte.
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08 : 00 09 : 00 10 : 00 11 : 00 12 : 00 13 : 00 14 : 00 15 : 00 @

Grafen ovan ar det givna exemplet fran uppgiftsbeskrivningen med ett fjirde méte mellan klockan
12 : 00 och 13 : 00. Fran denna modellering kan man dra foljande slutsatser att om det finns minst
ett mote ga géller.

e Alla kanter riktade i kronologisk ordning och det &r inte mdjligt att ga tillbaka i tiden.

e Fran varje mote ar det mojligt att ga direkt via en kant till varje annat mote som man skulle
kunna schemaldgga efter det nuvarande métet.

e Antalet horn i grafen &r proportionell mot antalet moten.
e Fran varje mote har minst en kant ndmligen till e.

e Till varje mote finns minst en kant namligen fran s.

e Grafen kommer alltid vara sammanhéngande.

e Summan av kanternas kostnader for en stig fran s till e dr den totala prioriteten av alla méten
SOm man passerar.

e Den dyraste stigen foljer hornen som representerar schemaldggningen av moéten som ger hogst
prioritet.

Med denna problem formulering géller det alltsa att bygga grafen fran en lista av moten samt att
hitta den dyraste stigen fran e till s for att hitta den bésta kombination av m&ten som get hogst total
prioritet.

Rekursionsekvation for den optimala totala prioriteten

Rekursivt kan det implementeras att man ar vid ett godtyckligt hérn i grafen, man kollar om man
ar div slutet e, om inte sd gar man langst alla kanter och adderar varje kants varde till en summa
och upprepar rekursivt stegen och returnerar summan prioriteten fér den kanten som gav det hogsta
totala prioriteten. Denna Rekursionsekvation ska koras pa hornet s for att fa totala prioriteten av den
bésta schemaldggningen. Denna algoritm tar ett starthorn ¢ och en grannlista M som argument dér
ickeexisterade kanter representeras med —1.
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Algorithm 2 Rekursionsekvation
Input: ¢, M
Output: RES
if i = e then
RES <0
return
end if

MAX <0
for j € [1, M.length] do
if M[i][j] # —1 then
PATH <« M]i][j]+ Rekursionsekvation(j, M)
if PATH > MAX then
MAX < PATH
end if
end if
end for
: RES + MAX

= = e e e
AT

Med den givna algoritmen skulle man anropa Rekursionsekvation(s, M) dér s kan antas vara 0 och
e ar antalet moten plus 1 och M ar kantmatrisen for den givna métesgrafen. Rad 7 kommer uppfyllas
for minst ett mote eftersom alla mGten har en kant till e. Det finns ingen risk att rad 8 skapar en
oandlig rekursionsloop eftersom det inte finns nagra cykler i grafen. Algoritmen ar korrekt eftersom
den gor en totalsokning av alla stigar fran s till e och véljer den dyraste, alltsa den med hogsta totala
prioritet.

Polynomisk Losning
Skapa Motesgraf

For att hitta den bésta stigen i grafen bor man forst skapa grafen fran en lista med mdten. Man
kan antas att ett mote &ar ett objekt med 5 attribut. Lopnummer, beskrivning, starttid, sluttid och
prioritet. I koden kommer jag hanvisa till n, name, start, end och priority for respektive attribut.
For att hitta billigaste stigen i en graf mellan tva punkter kan man enkelt anvinda sig av Dijkstra’s
algoritm som beskrivs pa sida 137 i kursboken. I varat grafproblem ska dock den dyraste stigen
hittas. Dock kan man reducera problemet genom att hitta den dyraste kanten i grafen och spara den i
konstanten d. Déarefter satter man all kanter e (inklusive 0 kanterna) till ett nytt virde e =1+ d —e.
Nu har grafen blivit en omvénd graf dar de mdten med hogst prioritet har lagst kostnad och tvart
om. Eftersom d var den dyraste kanten sa kommer dnda alla kanter i grafen fortfarande vara positiva
heltal sa Dijkstra’s algoritm kan nu hitta stigen med den hogsta totala prioriteten genom att vilja
kanterna med den lagsta totala kostnaden. Algoritmen kommer ta in en lista av méten och returnera
en kantmatris som kan sokas med Dijkstra’s algoritm. Fran Dijkstra’s algoritm kommer en stig rdknas
ut som anvands for att summera den totala prioriteten for den basta schemaldggningen.
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Algorithm 3 Skapa Motesgraf
Input: M
Output: RES
1: SIZE < M.length + 2
2: RES < [[4+o00: SIZE]: SIZE] /] fyll en SIZE x SIZE matris med oéndlighet.
3: MAX < l4+max(m.priority for m € M)

4:

5: for (ni, -, -, endy, priority) € M do

6: RES|[0][n1] <+ MAX // Skapa kant fran s

7. RES[m|[SIZE — 1] + MAX — priority // Skapa kant till e

8. for (ng,_, starty, , ) € M do

9: if starty > end; then // Hitta moten som borjar efter ng slutar

10: RES[ni]na] <~ MAX — priority // Skapa kant mellan mojliga méten
11: end if

12:  end for

13: end for

Om man kor algoritmen fér moteslistan i det tidigare exemplet skulle RES vara lika med den
foljande kantmatrisen. Ett antagande man gor ar att M inte ar tomma listan. Om man korde denna
algoritm pa exempelgrafen skulle man fa denna kantmatris.

S 1 2 3 4 e

s0 | oo 10001 10001 10001 10001 oo
Budgetuppfoljning 1 | co o0 00 9996 9996 9996

Borsintroduktion 2 | oo o0 00 o0 00 1
Semesterersattning 3 | oo o0 00 o0 00 9999
Nytt Méte 4 | oo 00 00 9993 00 9993

ed | oo 00 00 00 o0 o0

Skapa Motesgraf: Tidskomplexitet

For en méteslista M av lingd n kommer initialisering av RES ta (n + 1)? steg att utfora. Att hitta
max prioriteten i moteslistan kan goras pa linjar tid. Bagge for slingorna kommer koras n ganger och
tilldelningen och jamférelsen pa rad 6, 7, 9, 10 kan alla ske pa konstant tid. Sammanlagt kommer
algoritmen ha en tidskomplexitet pa O(n?).

Skapa Motesgraf: Korrekthet

For att denna algoritm ska vara korrekt sa ska en grannmatris skapas som foljer beskrivningen pa
motesgrafen och motsvarar moteslistan M. Denna kantmatris kan ges till Dijkstra’s algoritm for att
hitta den billigaste stigen fran s till e, i exemplet ar det (0,2), (2, 3).
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Soka Motesgrafen

Algorithm 4 Dijkstra’s Algoritm
Input: M
Output: PATH
1. SIZE < M.ength, s < 0, e < M.ength —1
2: PATH < [0: SIZE] // Skapa stig vektor med co av langd SIZFE
3: D < [0o: SIZE] // Skapa distans vektor med oo av langd SIZFE
4: D[s] «— 0 // Satt s till att ha 0 distans
5. V< {s,1,2...e} // sétt V som listan av alla horn
6:
7
8
9

while V.length > 0 do

N <— 00
for i € V do
10: if D[i] < min then
11: min < DJi]
12: €T <1
13: end if

14:  end for
15:  // x ar nu det billigaste ickebestkta hornet som ligger granna med ett besokt hérn
16: V<« V\x//tabort x fran V

17:

18:  for y € V do // uppdatera D vektorn efter att x ar besokt

19: if Dly] > D[z] + M|z][y] then

20: Dly] « Dlz] + M[z][y]

21: PATH]Jy] < = // Spara att billigaste stigen till y &r fran =
22: end if

23: end for
24: end while

Soka Motesgrafen: Tidskomplexitet

For en kantmatris med sidolangd n kommer while slingan att kéras n varv eftersom V' borjar med att
innehéalla n element och pa rad 16 tas ett element ut ur V. Bagge for slingorna itererar ocksa en gang
for varje element i V. Resten av instruktionen i while slingan kan koras pa konstant tid vilket ger en
total tidskomplexitet pa O(n?) vilket stimmer &verens med teoretiska viirden for Dijkstra’s algoritm.
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Soka Motesgrafen: Korrekthet

Innan algoritmen boérjar géller det att M &ar en kantmatris och efter alla variabler har skapas sa kan
en slinginvariant ST uttryckas som D[z]| &r minsta totala kostnaden fran s till « och att PAT H|x]
ar hornet innan z i den optimala stigen for alla horn = ¢ V. Innan slingan borjar sa &r finns det
inga horn som inte ligger i V' alltsa géller ST innan slingan borjar. Rad 9-14 hittar indexet x pa det
minsta vardet i D for alla index som ligger i V. Ett horn sadant hérn kommer alltid hittas eftersom
grafen dr sammanhéngande. Detta index tas bort fran V' vilket innebér att D[z] maste vara den mista
kostnaden for att ta sig till horn = samt att PAT H[z] maste vara hornet man kom ifran for att ta
sig till . Detta krav ar uppfylls i for slingan pa rad 18-23 da alla distanser uppdateras ifall den &ar
narmare fran det nya hornet z. Det galler att for en graf med en méngd besokta horn, den nérmaste
ickebesokta hornet maste nédvandigtvis vara det som har den kortaste kanten till ett besokt horn,
givet att alla horn har positiva kanter. Alltsa géller ST efter varje varv i slingan. Nér while ar fardig &r
listan V' tom vilket innebéar att alla hérn i PAT H visar vilket det tidigare hérnet ar for den optimala
stigen enligt ST.

Bast schemaldaggningen

Den tidigare algoritmen kan kombineras med Dijkstra’s algoritm for att rdkna ut den totala prioriteten.
Dijkstra’s algoritm kan riékna ut hela stigen som get den minsta totala kostnaden. Nar man rdknat
ut alla kanterna i den kortaste stigen kan man summera deras totala prioritet genom att kolla upp
den i den originella moteslistan. Man maste vara forsiktig att inte lagga till den forsta kanten i stigen
eftersom den gar fran s till det forsta motet och egentligen inte har en prioritet.

Algorithm 5 Bast schemalaggningen
Input: M
Output: SUM

1: s+ 0, e < M.length+ 1

2: RES « Skapa Mdotesgraf (M) // Skapa kantmatris

3: PATH < Dijkstra’s algoritm (RES) // Utfor Dijkstra’s algoritm pa RES fran s till e
4:

5 SUM <0

6: i < PATH][e]

7. while i # s do // Folj PAT H baklanges fran e till s

80 SUM < SUM + M]i].priority // Addera prioriteten till SUM

9. i+ PATH]i]

10: end while

Algoritmen gor att antagande att listan M &r 1 indexerad eftersom det férsta métet har 16pnummer
1. Men om sa inte ar fallet kan man enkelt pa rad 8 lagga i — 1.

Bast schemalaggningen: Tidskomplexitet

Algoritmen bestar 10st av 3 olika steg, forsta ar att skapa kantmatrisen, andra ar Dijkstra’s algoritm,
och tredje ar att rdkna ut summan av prioriteter av den bésta stigen. For alla berdkning antas det
att moteslistan bestar av n stycken moten.
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Skapa Motesgraf
Att skapa matrisen RES pa rad 2 har redan en tidskomplexitet pa O(n?) pa grund av dess storlek.
De andra tilldragningarna gar snabbare &n n?. De 2 nistlade for slingorna kommer bada upprepas n
ganger och far dirfor en tidskomplexitet pa O(n?). alla tilldelningar samt jamforelsen i slingorna kan
antas ske pa konstant tid.

Tidskomplexitet: Dijkstra’s algoritm
Analysen denna implementation av Dijkstra’s algoritm kom fram till att tidskomplexiteten &r O(n?)

Tidskomplexitet: Rakna Totala Prioriteten
Rékna den totala algoritmen &r summan av att skapa motesgraf och Dijkstra’s algoritm samt att
summera kostnaderna i den bésta stigen. while slingan kan hogst ta n + 1 varv eftersom det ar den
langsta mojliga stigen i grafen (stigen som besoker alla méten samt s och e). Att uppdatera summan
och att gore jamforelsen sker pa konstant tid, men att kolla M [x].priority sker pa linjar tid eftersom
att M &r en lista och hitta mote x maste linjarsoka genom listan. Alltsa ar tidskomplexiteten pa
denna algoritm ocksd O(n?) som d& ocksé #r den totala tidskomplexitet pa hela algoritmen.

Bast schemalaggningen: Korrekthet

Korrektheten for de individuella delarna har redan beskrivits. Men for rad 5-10 géller det att bevisa
att om PAT H ar resultatet av Dijkstra’s algoritm att den kan anvéndas for att summera den hogsta
totala prioriteten for den den béasta schemaldggningen. Om man borjar pa rad 5 géller det att PATH
ar en vektor med ett viarde for varje horn i grafen och for varje horn sa representerar vardet i grafen
vilket annat hérn som kommer innan i den optimala stigen fran s till e. Efter rad 5 och 6 géller det
att SUM = 0 och i = e. Med hjélp av detta kan man skapa slinginvarianten ST som ar att SUM &r
den totala prioriteten for det basta schemat av moten som sker efter mote med 16pnummer ¢. Innan
slingan géller detta eftersom SUM = 0 och i = PAT H|e| vilket &ar det sista motet. I slingan adderas
prioriteten av motet ¢ med SUM och i sétts till PAT H|[i] vilket &r motet fore i. Detta betyder alltsa
att man har hoppat tillbaka i tiden med ett mote och att SUM har 6kat med motets prioritet, alltsa
géller ST fortfarande. Till slut kommer i vara lika med s och da hoppar man ur slingan. Eftersom
s ar innan det forsta motet sa kommer SUM vara summan prioriteterna av alla moten i det basta
schemat, alltsa ar algoritmen korrekt.

Hitta Basta Schemat

Algoritmen kan latt anpassas att rdkna ut det basta schemat istéllet for totala prioriteten med en
liten forandring i sista delen av algoritmen. (rad 5-10)

Algorithm 6 Hitta Basta Schemat

Input: M

Output: RES

while i # s do // Folj PAT H baklanges fran e till s
print M[i|.n+" ”+M/i].name
i< PATH]|i]

end while

Denna fordndring kan utforas pa den tiden det tar att kolla upp namnen i moteslistan vilket kan
ske pa linjar tid. Linjar tid &r snabbar &n algoritmen i sin helhet alltsa har denna algoritm samma
komplexitet som tidigare, d.v.s. O(n?)

10



DD2350 ADK

October 18, 2022 Mastarprov 1 Isak Nyberg

3 Uppgift 3 Optimal Analys av Ringar i Vas

Problem Modellering

Givet ar en vas som bestar av stycken segment fran en méngd av m punkter (z;, y;) spelade runt origo.
Var for sig slapps n antal ringar med radier ¢y, co, ...c,, 1 vasen. Problemet &r att hitta hur langt ned
i vasen varje ring av radie ¢; skulle falla om den var slappt ned i vasen métt fran vasens bott och
returnera dessa hojder i stigande ordning. Eftersom vasen ar symmetrisk runt origo kommer bara den
hogra delen av vasen betraktas, vid anvandning av ett segment kan det antas att vara ar segment
med ickenegative x-varden som betraktas, detta géller for hela uppgiften. Ett anat antagande ar att
bara ringar som kan ramla inuti vasen ar betraktade. Jag gor detta antagande eftersom eftersom
instruktionerna siger att ringarna landar i vasen och inte pa.

Den Triviala Vasen

I fallet d& vasen bestar av ett enda segment skulle vasen ta formen av en rund kon. Detta segment
skulle ha besta av en punkt (z,y) samt origo (0,0). Varje ring som slépptes is vasen skulle landa pa
en héjd som motsvarar segments y-varde for z-véirdet som ar lika med ringens radie r. Detta virde
kan raknas ut genom att skapa en linje som gar igenom béagge punkterna i segmentet och rakna ut
linjens y-varde néar x ar lika med r. Denna teknik kan goéra mera generaliserad for ett godtyckligt
segment som inte nédvandigtvis innehaller origo, sa lange ringens radie sammanfaller mellan de tva
punkternas z-varden.

Algorithm 7 Ring i vas med ett segment

Inpl'It: r, (.’El, 91)7 ($2a 3/2)

Output: A

. // beskriv segmentet som en linje i form y =m x x 4+ b

m < 20 // rikna ut linjelutning

: b4y —m x z // rdkna ut y-skérning

: h+ mxr+b//rdkna ut hojden dar ringen landar ringen

W Y =

11
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Kortiden av denna algoritm &r konstant eftersom division, addition och multiplikation med rimligt
stora tal sker pa konstant tid. I ordo-notation skulle det beskrivas som O(1). Ett viktigt antagande
som gors ar att radien pa varje ring r; i C' 4r inom intervallet av segmentets X-koordinater. I annat
fall sa skulle segmentet inte kunna fanga ringen. Matematiskt uttryckt sa géller (z1 < r; < x2)V(x2 <
r; < x1)Vr; € C. Detta géller speciellt for segment som inte innehaller origo, detta &r viktigare i mera
generella fall. For att bygga en vas av flera segment kan denna princip utnyttjas.

Den Godtyckliga Vasen

Eftersom vasen kan besta utav mer an ett segment sa maste dessa fall behandlas. Som tur ar sa antas
ringarna att falla rakt ned i vasen och inte kan falla pa utsidan av den 6vre 6ppningen av vasen. Det
finns ocksa ickerelevanta segment som uppstar nir vasen dr konkav. Man kan ténka att de segment
som inte vore synliga om man kollade rakt ned i vasen. En ring kan inte landa pa delar av ett segment
som ligger under ett annat segment for att det 6vre segmentet hade redan fangat ringen. Med hjilp
av detta behdver man bara betrakta det 6versta segmentet for varje x-véirde som ar mindre &n vasens
oppning Segmenten som uppfyller dessa kriterier, dessa segment kommer kallas for relevanta segment.
Man kan dela in alla relevanta segment till att vara olika hinkar som kan betraktas som individuella
ensegmentiga vaser for alla ringar vars storlek faller inom segmentets x-vérden.

I exemplet ovan visas alla ickerelevanta segment med rod farg eftersom att for alla punkter (z1,y;)
langs segmentet ligger det minst en punkt (x2,y2) ddr 1 = xo men y; < yo. Att hitta dessa segment
kan man goéra med an algoritm som jamfor z-virdena pa alla segment och spara de relevanta segmentet
i ett balanserat soktrad for att snabbt hitta senare, till exempel ett rod-svart trad som anvinder z-
véirdet som nyckel i tradet.
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Algorithm 8 Skapa segment trad
Input: P
Output: SEG
1: SEG <+ Empty R-B Tree // Skapa tomt réd-svart trad
2 Tpin < P[0].x // sitt xpp till det forsta z-vardet i P
3: for p € P do // for varje punkt i P
4:  if p.x < Ty then // kolla om segmentet innehaller av nya z-vérden

5: Tomin < DT

6: SEG.insert((p, pprev), key = p.x) // infoga de tva punkterna som bildar segmentet i SEG
7. end if

8: Pprev < P

9: end for

Denna algoritm tar en lista av vasens punkter som argument och ger tillbaka ett rod-svart binért
trad med de relevanta segmenten i vasen dar det minsta z-véirdet av de tva punkterna i segmentet ar
nyckeln i trddet. Det ar viktigt att notera att P &r sorterad efter fallande y-varden och att det antas
att origo &r med i P. Om s& inte &r fallet maste man ge listan bakldnges samt ldgga till origo i listan
ifall nédvandigt. Notera att pa rad 4 att uttrycket p.x < x;,;, kommer aldrig vara sant for det forsta
elementet eftersom det forsta x,,;, satts till att vara lika med z-vardet av den forsta punkten i P.

Den Godtyckliga Vasen: Tidskomplexitet

For en given lista P med n antal punkter. Tilldelningen rad 1-2 kan ske pa konstant tid. for slingan
pa rad 3 kommer koras n ganger. Jamforelsen samt de tva tilldelningarna i slingan kommer ske pa
konstant tid, men dock sa kommer det enligt litteraturen i varsta fall att ta O(log(n)) att infoga ett
element i det rodsvarta tradet. Eftersom denna infogning i vérsta fall sker en gang for varje element
i listan sa &r den totala tidskomplexiteten O(n x log(n)).

Den Godtyckliga Vasen: Korrekthet

For att denna algoritm ska vara optimal kravs det att det rod-svarta tradet som ges ut ska innehalla
alla relevanta segment fran vasen representerat som de tva &ndpunkterna pa segmentet. Dessa segment
ska vara indexerade med z-vérdet pa av punkten som &r till mest till vénster (har lagsta z-vérdet).
Innan algoritmen startar géller det att P &r en lista av ickenegativa punkter som beskriver vasen
likt uppgiftsbeskrivningen, P maste vara sorterade pa fallande y-varden och att P innehaller origo
(eftersom P &r sorterad och inte innehaller negativa tal maste origo ligga sist i listan). Efter rad tva
har SEG och x,;, initialiserats, en slinginvariant S vid detta tillfalle ar att alla relevanta segment som
ligger helt till hoger om x,;, ar tillagda i SEG och att inget ickerelevant segment ar tillagda i SEG.
Detta ar sant eftersom alla segment som ligger helt utanfér kantens 6ppning &r ickerelevanta. Som en
valuppfostrad slinginvariant ska gora sa géller S pa forsta raden i for slingan, om if uttrycket inte &r
sant sa betyder det att punkten p har ett z-virde som ar storre 4n x,,,, vilket betyder att segmentet
slutar till hoger om ett relevant segment. Detta betyder att det nya segmentet antingen ligger utanfor
vasens kant eller ligger helt under ett annat segment och dr med andra ord ett ickerelevant segment och
bor inte laggas till i SEG. I motsatt fall ndr if uttrycket ar sant kommer exekvering att sétta det nya
Tmin till att vara ps xz-varde och segmentet kommer infogas i SEG. Eftersom segmentet slutade i ett
x-varde som var mindre dn det forra x,,;, betyder det att det inte finns ett segment ovanfér segmentet
fran pprey och p och att p ligger till vanster om vasens 6vre kant, detta betyder att segmentet ar ett
relevant segment och bor darfor laggas till i SEG.

13
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Efter detta sdtts ppre, till att vara p eftersom att slutet av ett segment anvinds som starten av
nésta segment, men detta har inte en paverkan pa slinginvarianten sa efter iterationen i slingan &ar
S fortfarande sant. Slutligen kommer S gélla efter for slingan, detta géller eftersom att det sista
elementet i P ar (0,0) vilket innebér att x,,;, maste ha sats till 0, vilket innebér att alla segment i
P ligger helt till hoger om ;. Med andra ord géller det att SEG innehaller exakt alla relevanta
segment fran P nér algoritmen terminerar.

Mast arprov 1 Isak Nyberg

Algorithm 9 Tradsckning
Input: SEG,r
Output: (p1,p2)
1. if SEG = null then // basfall
(p1,p2) < (null, null)

2
3:

4: else if SEG.key < r then

5 (p1,p2) = tradsokning(SEG.right,r)
6: if p1 = null A po = null then

7 (p1,p2) < SEG.data

8  end if

9: else if SEG.key >=r then

10:  (p1,p2) « tradsokning(SEG.left,r)
11: end if

Aven fast algoritmer for sékning i ett bindrtrid finns si kommer min implementation kriva en liten
forandring, men denna forandring bor inte ett satt som kan motivera en ny analys av tidskomplexitet
och korrekthet. Nar vi vill se vilket intervall en given ring radie r faller inom maste vi hitta det
storsta x-vardet i SEG som ar mindre &n r. Detta gor vi genom att gora vanlig bindring med en
lite forandring, namligen pa rad 6-7 kollar vi ifall tradsokningen i det hogra tradet gav ett resultat,
om inte sa tar vi den nuvarande intervallen istéllet eftersom alla intervaller till héger i soktradet ar
storre an r. En annan férandring ar att istéllet for att ha ett basfall ndr SEG.key = r kollar vi det
istdllet pa rad 9 da vi vill hitta intervallen som innehaller r. Att tidskomplexiteten av detta sékande
ar samma som vanlig bindrsckning gar att informellt sdga att den tillagda if satsen kommer exekveras
en gang och kan ske pa konstant tid, men andra ord, sok &r O(log(n)) dér n antalet element i tradet.
Nar det géller korrekthet sa kan man argumentera att for alla r som har ett intervall i SEG att den
skulle hitta ratt intervall eftersom alla varden mellan origo och vasens 6vre kant ar tackt av minst ett
relevant intervall och efter varje rekursivt anrop av tradsckning kommer antalet intervaller minska,
och ifall ett intervall inte hittas kommer som sagt det nuvarande intervallet returneras pa rad 7.

Alla Ringar i en Vas

Nu nér vi har en algoritm for att behandla en ring i en vas med ett segment samt en algoritm for
att hitta detta segment for en godtycklig ring kan en algoritm som kan behandla alla ringar for en
godtycklig vas.

14



DD2350 ADK

October 18, 2022 Mastarprov 1 Isak Nyberg

Algorithm 10 Alla ringar

Input: PR

Output: RES

P <« {(0,0)} + P // lagg origoi P

P < Preverse() // satt P att vara baklanges
SEG < Skapa segment trid (P)

RES + 0

for r € R do
(p1,p2) + tradsokning(SEG, )
h < Ring i vas med ett segment(r, p1, p2)
RES < h+ RES

10: end for

: RES < mergesort(RES)

[y
—

Algoritmen ovan far en lista av punkter P som beskriver vasen samt en lista med ringradier R
alla ar tillrackligt sma for att fa plats i vasen. P antas kommer i sorterad ordning efter stigande
y-varden. Det forsta som gora ar att lagga till origo i borjan av P samt att dndra ordningen pa P
eftersom det behOvs nar man skapar segment tradet. Ett rodsvart trad av alla segment skapas med
hjélp av P och sparas i SEG. analysen for rod-svarta trad finns i boken ” Introduction to Algorithms”
skriven av Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest och Clifford Stein pa sida
308. Sedan utfors en tradsokning for varje ring for att hitta det ratta segmentet som ringen passar i.
Detta segment anvands for att hitta héjden dar ringen skulle landa med hjéalp av den generaliserade
ring i vas med ett segment algoritmen. Resultatet ar sparad i en lista som slutligen sorteras for att
ge tillbaka vérdera i den 6nskade ordningen. Sortering som anvénds &r mergesort som finns i boken
”Introduction to Algorithms” skriven av Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest
och Clifford Stein pa sida 210.

Alla Ringar i en Vas: Tidskomplexitet

For en vas som bestar av n antal punkter och m stycken ringar kan men beradkna tidskomplexiteten.
Att lagga till origo i P kan ske pa konstant tid eftersom det infogas i borjan av listan. Att vdnda
ordningen pa en lista kan goras pa linjar tid. Att skapa segmentridet ar etablerat att ha en komplexitet
pa O(nxlog(n)). for slingan pa rad 6 kommer upprepas m ganger, en for varje ring. I slingan anropas
tradsokning vilket har en komplexitet pa O(log(n)) och segmentberékningen som sker pa konstant tid,
som ocksa tilldelningen pa rad 9. Slutligen sa gors mergesort pa RES som har en tidskomplexitet
pa O(n x log(n)). Alltsa ar den totala komplexiteten n x log(n) + m x log(n) + m x log(m) =
O((n 4+ m) x log(n) +m x log(m)).
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Alla Ringar i en Vas: Optimal

Om vi antar att segmentet bestar av de tva punkterna (0,0) och (10, 10) enheten &r oviktigt sa lange
vi antar att varje rings radie ¢; foljer 0 < ¢; < 10. I detta fall skulle varje ring landa pa den hojd dér
ringens radie ar lika med segmentets y-véirde, och i detta fall 4r det nar y = ¢; eftersom segmentet
som bestar av de tva triviala punkterna sammanfaller med linjen y = 2 for alla virden = € [0, 10].
Eftersom hojderna motsvarar ringarnas radie och att dessa radier ska ges tillbaka i stigande ordning
sa kan detta problem reduceras till sorteringsproblemet. Detta ger oss O(nlog(n)) som en undre grins
for komplexiteten pa detta problem, eftersom det i annat fall skulle g& att sortera heltal snabbare
an O(nlog(n)). I ett mera allmént fall sa skulle ringar is vas problemet av en vas som bestar av ett
enda godtyckligt segment inte kunna 16sas pa béttre &n O(nlog(n)) déar n ar antalet ringar som laggs
i vasen.

Alla Ringar i en Vas: Korrekthet

korrektheten av trddskapandet samt sokningen har redan analyserats. Det ar ocksa etablerat innan
att for varje segment att r kommer ligga mellan borjan pa det forsta och slutet pa det sista relevanta
intervallet sa det &r garanterat att sokningen kommer hitta en passande intervall for alla » € R.
Eftersom att ringens radie ligger inuti segmentet s& kommer rad 8 ocksa att koras korrekt. Néar det
galler mergesort sa kan analysen ldsa om i den hanvisade boken.
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