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Principerna for ett NP-Fullstandighetsbevis

Ett fullstdndighetsbevis for ett problem inkluderar tva delar. Den forsta ar att problemet ska tillhora
NP, och den andra &r att problemet ska vara NP-Svart.

NP-tillhorighet

For att bevisa NP-tillhorighet sa ska ett vittne kunna bevisa att en given 16sning samt probleminstans
ar korrekt pa polynomisk tid.

NP-Svart

Ett mojligt sétt att bevisa att ett okdnt problem ar NP-svart ar att reducera ett kint NP-svart
problem till det okédnda problemet med en Karpreduktion som kan goras pa polynomisk tid.

1 Artistproblemet

Artistproblemet som Beslutsproblem

Artistproblemet kan uttryckas som ett beslutsproblem genom att inféra en variabel k£ som argument
tillsammans med listan av hotell samt listan av artister som inte tal varandra. Nu formulerar man om
problemet artistproblemet(H, A, k) som ”dr det majligt att boka totalt k stycken eller fler artister
pad hotellen H ndar inget av paren av artister A inte far bor pa samma hotell?”.

NP-fullstandighet

For att bevisa Artistproblemet &r NP-fullstdndig kan man bevisa att det tillhor NP genom att bevisa
att det gar att verifiera i polynomisk tid, och att det a&r NP-svart genom att reducera Oberoende
méngd problemet till Artistproblemet med en karpreduktion.

Artistproblemet tillhor NP

En 16sning for artistproblemet ar en lista for varje hotell med artister som ar bokade pa respektive
hotell, en lista kan vara tom. Givet en sadan lista kan man ga igenom varje lista och sékerstélla att
det inte finns tva eller mera artister bokade samma hotell som inte tal varandra. Detta kan goras
for varje hotell pa polynomisk tid. Givetvis ska det ocksa kollas att alla hotell inte 6verskrider sin
kapacitet samt att alla hotell och skadespelare &r fran den originella problem instansen. Detta gar
ocksa att gora pa polynomisk tid vilket betyder att Artistproblemet tillhor NP.

Artistproblemet ar NP-Svart

For att bevisa att Artistproblemet &r NP-Svart ska oberoende mdngd problemet reduceras till artist-
problemet. Givet oberoende méngd problemet med tva argument G och k dar G ar en graf och k
ar antalet horn som férvéantas vara oberoende. Detta kan goras genom att betrakta hérnen i G som
artister i artistproblemet samt kanterna mellan tva horn som en relation mellan tva artister som inte
tal varandra. Om det finns ett horn som inte har nagra ensamma horn bor de tas bort innan reduktio-
nen och detta antal ska subtraheras fran k. I detta fall beh6vs endast ett hotell som ar lika stort som
antalet totala artister och och k argumentet for Artistproblemet &r samma som i oberoende méangd
problemet minus antal ensamma hoérn som togs bort.
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Algorithm 1 Oberoende Méngd till Artistproblemet
Input: G = (V,E), k
1: n < antalet horn fran V som inte har grannar
2: Hotels < [|[V| —n] // skapa lista med ett hotell som &r lika stort som antalet hérn som har minst

en granne
3: return Artistproblemet(Hotels, E, k — n)

Beskrivning
Tidskomplexitet

Detta kan goras pa polynomisk tid eftersom den enda kostamma berdkningen ar att hitta alla ensamma
horn. Detta kan goras genom att for varje horn kolla om det finns nagon kant i £ som gar till eller fran
hornet. For att gora detta bér man gé igenom alla kanter en gang for varje horn alltsa ar komplexiteten
O(|V|E|) vilket &r polynomiskt.

Korrekthet

For att gora ett korrekthetsbevis ska en ja-instans i Oberoende Méangd problemet bli en ja-instans i
Artistproblemet efter reduktionen samt en ja-instans av Artistproblemet som kommer fran en reducer-
ade Oberoende Méangd instans ocksa vara en ja-instans innan reduktionen. Lite 16st kan man sdga att
om hoérnen vy, v9,---v, dar s < n ar oberoende skulle ocksa artisterna som representeras av hornen
inte ogilla varandra och de sa skulle kunna bo pa samma hotell, vilket betyder att n > s artister
kan bokas. Pa samma satt om artisterna ai,as - --a, kan bokas s < n da skulle det finnas n stycken
artister som inte ogillar varanda, alltsd de har inte kanter mellan sig ocksa bildar d& en oberoende
méangd.
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2 Grendosproblemet

Vad bestar en losning av

Efter som problemet &r ett beslutsproblem sa &r svaret man far true eller false. true returneras om
och dndas om det ar mojligt att koppla strom till alla notstall i grafen (utom kéllan) med anvindning
av uppsittningen grendosor. Grendosorna for endast kopplas mellan hérn som har kanter mellan sig
och koppling maste borja vid kéllan. Om det inte &r mojligt sa returneras false. Sjilva 16sning
till detta skulle i sa fall vara en ritning pa hur kopplingarna av grendosor skulle se ut. Detta kan
representeras som en riktad graf dar kanterna ar sladdar och hérnen &ar grendosornas forgrening. Alla
kanter ar riktade i strommens riktning (fran grendosornas propp till férgrening) och varje hérn har
ett nummer associerat med sig som representerar antalet grenar i forgreningen.

Grendosproblemet tillhor NP

Om man betraktar en 16sning som beskrivet tidigare sa kan detta goras genom att forst kolla att varje
horn i grafen har ett forgreningsvarde som ar lika med eller storre &n antalet kanter som gar fran
hornet plus 1. Alltsa att det finns ett uttag for varje grendosa som skall vara kopplad till hornet,
samt att sjalva notstéllet i det hornet kan forsorjas med strom. Ett undantag géller for kallan som
alltid har forgreningsvéirde 1 och endast har en kant fran sig. Grafen maste vara icke-cyklisk, den
maste vara sammanhéngande, alla horn fran probleminstansen maste ocksa finnas i l0sningen, och
alla forgreningsvarden i losningen maste ga att ta fran forgreningsvirdena i probleminstansen utan
aterlaggning. Grafens rot maste ocksa vara i kéllan.

Allt detta kan verifieras pa polynomisk tid med hjalp av Dijkstras algoritm och andra grundldggande
algoritmer. Alltsa tillhor Grendosproblemet NP.

Grendosproblemet ar NP-Svart

Ett mojligt sdtt att bevisa att ett grendosproblemet &r NP-svart ar att reducera ett kdnt NP-svart
problem till grendosproblemet med en Karpreduktion som kan goras pa polynomisk tid. Jag har valt
att anvanda det kdnda problemet Hamiltonsk Cykel (HS) fran foreldsning 25. Jag valde detta problem
for att det &ar ett grafproblem och jag gillar cyklar.
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Algorithm 2 Hamiltonsk Cykel till Grendosproblemet
Input: G = (V,E)

1: v < ett godtyckligt horn fran V

2: N < grannar till v

3: v/ < nytt horn

4: source < nytt hérn

5: drain < nytt horn

6: ¢ « 0 // tom méingd av kanter

7. for n € N do // for varje hérn n som &r granne till v

8 e+ U(n,v) // skapa kant mellan v' och n

9: end for

10: V!« VU {V/, source,drain} // lagg till hornen v', source, och drain i V'
11: € «+ {(source,v), (v',drain)} // skapa kant fran source till v samt v’ till drain
12 E' <~ EU¢

13: G' « (V' E')

14: Grendosor < [2, v ~|7 2] // Lista med tvaor av langd V'.length

15: return Grendosproblemet(G’, source, Grendosor)

Beskrivning

Vad algoritmen gor ar att ta ett godtyckligt horn v fran grafen G och kopiera det pa ett sitt sa att ett
nytt horn v’ har kanter till exakt samma horn from v har kanter till. Det skapas ocksa tva nya horn,
source och drain, source har en kant som gar till v och v/ har en kant som gar till drain. Dessa nya
hérn samt nya kanter ar darefter infogade i grafen G som sedan ges till Grendosproblemet med source
som kélla tillsammans med en lista av av grendosor som alla har 2 uttag, denna lista har samma
lingd som antalet horn i den nya grafen G’. Grendosproblemet &r ett beslutsproblem och forvintas
returnera true eller false enligt uppgiftsbeskrivningen.

Tidskomplexitet

Att ta ett godtyckligt horn i grafen kan ske pa konstant tid. Antalet grannar till detta hérn ar begransat
till antalet kanter i grafen |E|, sa for loopen i grafen har ocksa samma begrénsning. Skapandet av listan
med grendosor sker pa |V| tid. Alltsa &r den totala komplexiteten O(|E| + |V|) vilket 4r polynomisk.
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Korrekthet

For ett korrekthetsbevis av en karpreduktion &r det mojligt att bevisa att en ja-instans i Hamiltonsk
Cykel (HS) ar en ja-instans i Grendosproblemet (GDP) samt att en ja instans i Grendosproblemet
(GDP) ar en ja-instans i Hamiltonsk Cykel (HS).

HS = GDPNGDP = HS
HS < GDP

Hamiltonsk Cykel till Grendosproblemet

Lemma 2.1. Om man ger en graf G' som innehaller en Hamiltonsk Stig som borjar i kallan till
Grendosproblemet och man har tillrickligt manga grendosor med forgrening stérre an 1. Da ar Gren-
dosproblemet losbart.

Proof. En Hamiltonsk Stig skulle bestka varje notstéll exakt en gang. Om denna stig d& borjar i
kéallan kan man da koppla grendosorna enligt stigen for att na varje notstall. Om alla grendosor som
anvands har en forgrening storre dn 1 sa kan ena forgreningen kopplas till notstéllet och den andra
till det nésta notstéllet i den Hamiltonska stigen. Pa detta satt uppfylls alla krav for en 16sning av
Grendosproblemet. 0

Lemma 2.2. Hamiltonsk Cykel till Grendosproblemet kommer férse en Hamiltonsk Stig med
tillrackligt manga grendosor for att l6sa Grendosproblemet.

Proof. Varje notstéll behover ha sin egna grendosa, alltsa behovs det minst lika manga grendosor som
det finns notstall. Vilket ar antalet grendosor som ges pa rad 14 i koden. Dessa grendosor har en
férgrening som ar storre an 1. O

Lemma 2.3. Om man ger en graf G som innehaller en Hamiltonsk Cykel till Hamiltonsk Cykel
till Grendosproblemet algoritmen kommer en ny graf G' skapas som har en Hamiltonsk Stig.

Proof. Om man startat i hdrnet v som blir valt av algoritmen ga finns det en cykel som bérjar i v,
besoker alla horn i grafen, samt slutar i v. Denna cykel ar da trivialt en stig om man foljer samma
cykel men man slutar precis innan man kommer tillbaka till v. I exemplet nedan till vanster skulle en
sadan stig vara v,4,2,1,5,6,3. Eftersom det nya hornet v’ har samma grannar som v sa betyder det
att v’ kommer vara granne till det sista hornet i stigen och kan da laggas till som det sista hornet,
att sedan lagga till hornet s och d i borjan respektive slutet av stigen enligt grafen nedan till hoger ar
trivialt. O
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Lemma 2.4. Om man ger en graf med en Hamiltonsk Cykel till Hamailtonsk Cykel till Gren-
dosproblemet algoritmen kommer den ge en ja-instans i Grendosproblemet.

Proof. Lemma 2.1 visar att om man har en graf med en Hamiltonsk stig och man ger denna graf till
Grendosproblemet och sétter borjan av stigen som kéllan och ger problem tillrackligt manga gren-
dosor med forgrening stérre an 1 sa ar problemet 16sbart. Lemma 2.2 bevisa att Hamiltonsk Cykel
till Grendosproblemet far tillrickligt med grendosor av ratt forgrening for att losa problemet.
Lemma 2.3 bevisar att en graf med en Hamiltonsk Cykel som ges till Hamiltonsk Cykel till Gren-
dosproblemet kommer skapa en ny graf med en Hamiltonsk stig. Allt detta tillsammans betyder att
nar algoritmen pa rad 15 anropar Grendosproblemet(G’, v, Grendosor) kommer true returneras om
indata G har en Hamiltonsk cykel. O

Grendosproblemet till Hamiltonsk Cykel

Lemma 2.5. En ja-instans ¢ Grendosproblemet som skapas av Hamiltonsk Cykel till Gren-
dosproblemet skulle innehalla en Hamiltonsk Stig som bérjar i kdllan.

Proof. Eftersom de reducerade instanserna som ges till Grendosproblemet i Hamiltonsk Cykel till
Grendosproblemet endast har grendosor som har forgreningsgrad tva, betyder det att vid varje
notstéll att enda forgreningen kommer ga till notstéllets lampa och den andra kommer vara kopplad
till exakt ett annat notstéall. Pa detta vis ar inte nagra forgreningar mdjliga och uppsittning maste
vara en stig. En ja-instans maste bestka varje notstall samt borja i kdllan. Alltsa ar varje ja-instans
en Hamiltonsk stig av grendosor som borjar i kallan. O

Lemma 2.6. Om det finns en Hamiltonsk stig i G' som skapas av Hamiltonsk Cykel till Gren-
dosproblemet sa finns det en Hamiltonsk cykel i den original grafen G som gavs som argument till
algoritmen.

Proof. En Hamiltonsk stig i G’ maste borja i s eller d (eller tvart om) eftersom bégge dessa horn har
udda gradtal. s och d ar endast kopplade till v respektive v’ vilket betyder att borjan och slutet av
den Hamiltonska stig lyder s,v,--- ,v’,d. Hornen s, d,v’ fanns inte i original grafen G och kan darfor
tas bort, och istallet for att ta bort kanten som gar till v' kan denna knytas till v istallet for att da
forma om stigen till en cykel. Detta kommer alltid vara mojligt eftersom att v och v delar samma
grannar. [

Lemma 2.7. Om G’ dr grafen fran en ja instans i Grendosproblemet och G’ dr kommer fran resultatet
av en reduktion fran G med Hamiltonsk Cykel till Grendosproblemet, algoritmen. Da innehaller
G en Hamiltonsk Cykel.

Proof. Lemma 2.5 siger att ja-instansen i grafen G’ skulle innehalla en Hamiltonsk stig. Lemma 2.6
sager att om det finns en Hamiltonsk Stig i G’ sa finns det en Hamiltonsk cykel i G. Alltsa ar alla ja-
instanser i Grendosproblemet som kommer fran Hamiltonsk Cykel till Grendosproblemet ocksa
en ja-instans i Hamiltonsk Cykel problemet. O
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Denna I6sning blev inte godkdnnd

3 Konstruktion av Artistproblemet

Vi antar att vi har en algoritm CanBookArtists(H, A, k) som kan 16sa Artistproblemet nér det
ar stéllt som ett beslutsproblem. Vi vill anvdnda denna beslutsalgoritm for att skapa en konstruk-
tion av l6sningen for Artistproblemet genom en Turing reduktion som anropar beslutsalgoritm hogst
kvadratiskt manga ganger.

Turing Reduktion av ett Hotell

Betrakta delproblemet av en instans déar det endast finns ett hotell med h stycken platser. Lat m vara
storsta delméngden av artister som gar att boka pa samma hotell utan att det blir en konflikt. I denna
problem uppséttning gar det att som mest att boka min(m, h) artister eftersom att det antingen inte
finns tillrackligt med plats pa hotellet eller att det inte finns tillrackligt manga artister som kan bo
tillsammans. For att hitta detta virde kan man borja med att anropa CanBookArtists(h, A, k)
och borja med att £k = 1 och oka varde av k tills algoritmen sdger att det inte ar mojligt att boka k
stycken artister linge. Jag kommer anvinda denna princip for att gora konstruktionsalgoritmen for
artistproblemet med exakt ett hotell.

Algorithm 3 Artistproblemet Ett Hotell
Input: h, A

1: max < 0 // antal artister som gar att boka

2: while CanBookArtists([h], A, maz + 1) do

3:  max < max + 1

4: end while

5: // max &r nu det maximala antalet artister som gar att boka

6: L < lista av alla individuella artister fran A

7. RES « )

8: for ¢ € 0 to L.lenght do

9:  Invariant Vk < i géller ap € RES <aj ar nédvandig for en optimal 16sning
10: a; < L[Z]
11: A<« A\ a; // tabort alla par av artister som innehaller a;
12:  if not CanBookArtists([h], A, max) then
13: RES.append(a;)
14: A<« AUa; // lagg tillbaka alla par av artister som innehaller a;
15:  end if
16: end for
17: return RES

Beskrivning

Vad denna algoritm gor ar att forst rdkna ut max antalet artister som gar att boka och sparar det i
variabeln maz. Sedan provar man att ta bort en artist a; i taget fran A och kollar om det fortfarande
gar att boka max stycken artister. Om det inte langre ar mojligt sa betyder det att a; var en nédvandig
artist att boka och a; laggs till i resultatet och alla par som a; ar med i ldggs tillbaka i A. Nér alla
artister har blivit provade returneras res som da ar listan av artister som ar noédvéndiga for att boka
max stycken artister.
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Tidskomplexitet

Forsta delen av koden som riaknar ut antalet bokbara artister behover hogst h slingor. Att skapa listan
av artister kan goras genom att ga igenom paren av artister och lagga till bigge artister i en lista, sedan
sortera listan med merge sort och iterera listan igen och ta bort alla duplikater pa linjar tid, totalt tar
detta |A|log(|A|). Att iterera genom alla artister sker proportionellt mot antalet par i A, samma kom-
plexitet galler nar man tar bort alla par av artister. Samma géller att ladgga tillbaka paren av artister.
Sammanfattningsvis sa dr komplexiteten O(h + |Allog(|A|) + |A|) = O(h + |Allog(|A|) = |Allog(|A]).
Denna komplexitet &r polynomisk.

Antalet CanBookArtists([h], A, maz) anrop &r proportionellt mot bade h och A, eftersom den
anvands i bagge loopar. Vi vet ocksa att det inte gar att boka mer &n exakt alla artister sa antalet
anrop ar begrénsat till |A| +min(|A|, h) = O(|A])

Korrekthet

For att bevisa korrektheten kan en invariant anvandas. Den forsta loopen &r tillrackligt trivial for att
korrektheten inte behover analyseras, men man kan siga att en optimal 16sning inte kan boka mer
an max antal artister pa hotellet. Den andra loopen har invarianten I som lyder att alla behandlade
artister (alltsa att deras index &r mindre &n ) har blivit tilldelade hotellet h om artisten dr nédvandig
for att boka en optimal 16sningen (en 16sning som kan boka max stycken artister).

Eftersom i &r lika med 0 innan loopen borjar sa ar det trivialt att I &r sann.

Parad 11 sa tas artisten a; bort fran problemet och sedan pa rad 12 sa kérs CanBookArtists([h],
A, max) med a; borttagen fran A. Om det fortfarande &r moéjligt att boka max stycken artister dven
om a; ar borttagen sa ar a; inte en nédvéndig artist och loopen kommer repeteras med ¢ =i+ 1 och [
haller. Om det visar sig att det inte gar att boka maxz stycken artister utan a; sa ar a; en nédvandig
artist. I detta fall sa tilldelas hotellet a; och alla par som a; tillhor laggs tillbaka i A.

Nar loopen har kort fardigt sa har alla artister behandlas och de har antingen blivit tilldela hotellet
h om de dr nddvindiga for en optimal 16sning eller sa ar de inte nddvéandig och déirav inte blivit
tilldelad till hotellet. I bagge fallen sa betyder det att RES bestar av en optimal 16sning.

Turing Reduktion av flera Hotell

Artistproblemet kan sedan l6sas for flera hotell genom flera anrop till Artistproblemet for ett hotell.
Man gor detta genom att anropa ArtistproblemetEttHotell(h, A) f6r varje hotell i omvénd stor-
leksordning samt att man tar bort alla artister som har fatt en plats pa ett hotell.

Lemma 3.1. Givet en mangd hotell H = hi,hy---h, och en lista artister A. Om h; ar det storsta
hotellet och det ar mojligt att boka upp till k artist pa det hotellet. Antalet totala artister som gar att
boka pa alla hotell dndras inte om de k stycken artister bokas pa hotell h;

Proof. Lat OPT vara en optimal algoritm och |OPT| vara det maximala antalet artister i en optimal
16sning. Vid den tidpunkten dér inget av hotellen har fatt nagon artist, det ar inte mojligt att tilldela
mer an k stycken artister ett hotell &t gangen eftersom det ar det som gar att tilldelas till det storsta
hotellet. Alltsa kan den OPT inte prestera béttre dn de giriga algoritmen i det stegen. Efter detta
steg aterstar samma problem dér A dr samma som men for H \ h; (samma artist kan vara bokad pa
flera hotell), nu kan OPT fortfarande inte tilldela mer &n |[OPT| — k sa skillnaden mellan steget &r
hogst k alltsa ar det alltid minst lika 16nsamt som O PT att i ett Artistproblem att tilldela det storsta
hotellet s& manga artster som mojligt.

O
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Med hjalp av insikten fran lemma 3.1 gar det att konstruera en girig algoritm som loser konstruk-
tionsproblemet med giriga anrop till ArtistproblemetEttHotell(h, A).

Algorithm 4 Artistproblemet Flera Hotell

Input: H, A

: RES < () // Tom lista av listor

H < mergeSort(H)

H < reverse(H)

for ¢ € 0 to H.length do
Invariant Vk < i galler RES[H|[E]] blivit tilldelat artister A tilldela artister &r inte med i A
res < Artistproblemet Ett Hotell(h;, A) // hitta artisterna som kan bokas pa h;
RES|h;] < res // lagg till artisterna i RES pa den plats som motsvarar h;
A < A\ res // Ta bort alla par av artister som blev innehaller en bokad artist

end for

: return RES

— =
—= O

Beskrivning

Algoritmen hittar den optimala tilldelningen for det storsta hotellet med hjéalp av Artistprobleme-
tEttHotell(h, A) och sparar den i tabellen RES, de artister som har fatt en tilldelning tas sedan
bort fran méngden av artistpar sedan upprepas problemet for det nést storsta hotellet o.s.v.

Tidskomplexitet

Sortera och reversa H sker pa |H|log(|H|) tid, att iterera genom alla hotell sker givetvis pa |H| tid,
att ta bort artister fran A kan ske pa linjar tid for hogst h; stycken artister, och som etablerat tidigare
sa sker funktionen ArtistproblemetEttHotell(h, A) pa |A|log(|A|) tid. Det géller ocksa att om
|H| > 2|A| sa &r problemet trivialt losbart genom att ge ett eget hotell till varje artist. Sa totalt ar
komplexitet for algoritmen

O(|H|log(|H]) + |H||Allog(|A])) = O(|A]*log(| Al))

CanBookArtists([h], A, maz) anropas |A| ganger i ArtistproblemetEttHotell(h, A) som i
sig anropas |H| ganger. Likt tidigare resonemang ar |H| begrénsat till 2|A| sa antalet anrop till
CanBookArtists([h], A, max) sker O(|]AJ?) ganger.

Korrekthet

For att bevisa korrektheten av en girig algoritm ska man bevisa att vid varje steg att att algoritmen
presterar minst lika bra som en optimal 16sning. Detta utfordes is lemma 3.1. For att bevisa korrek-
theten av koden kan en invariant anvidndas. Invariant lyder att alla hotell som har blivit behandlade
har fatt en optimal tilldelning av ArtistproblemetEttHotell(h, A) och att alla tilldelade artister
har tagits bort fran A.

Innan loopen bérjar sa ar varianten trivialt sann eftersom inget hotell har blivit tilldelat artister,
och inga artister har blivit tilldelat ett hotell.

Varje slinga borjar med att tilldela artister till det storsta obehandlade hotellet, dessa artister laggs
till i resultatet och alla par som innehaller ndgon av artisterna tas ocksa bort. Efter detta kommer
det da fortfarande gélla att de behandlade hotellen har fatt artister tilldela enligt rad 8, samt att A



inte innehaller bokade artister enligt rad 9. Efter slingan ar fardig kan man da tolka det som att alla
hotell har blivit tilldela sina artister sa det inte finns nagra obehandlade hotell kvar.

10



